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摘    要 

 

本文目的為發展一個多維、非穩態可壓縮多相流含空蝕現象的數值模式。如

我們所知，在多相流的計算分析中，不同流體的界面捕捉以及模擬相變化的過程

仍然是極大的挑戰。本文將以混合守恆之多相可壓縮 Navier-Stokes 方程式做為統

御方程式，並模擬不可壓縮及可壓縮全流域。本文加入預調法模擬相變化的過程，

數值方法則採取具有 TVD 效應之 MUSCL 型式，並以 Roe 的數值通量分離法處理

空間通量的離散，並以 LU Decomposition method 處理時間離散，使程式能在數值

穩定與計算時間上求得較佳之平衡。本文驗證之例子為三維鈍頭體空蝕現象以及

二維收縮/擴張流道的分析，分析結果與相關實驗的數據比對均能獲得令人滿意的

驗證。 

 

Keyword:  Cavitation, Multi-Phase Flow, TVD, MUSCL, Roe, LU Decomposition 
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符號說明 
 
τ                                                人工時間 

t                                             物理時間 

p                                                      壓力 

l                                                                           液相 

g                                                                         氣相 

mρ                                          混合密度 

gm                                  氣體到液體之質量轉換率 

lm                                   液體到氣體之質量轉換率 

α                                          體積佔有率 

U                                         曲線座標速度 

u                                       卡氏座標速度 

Re                                                   雷諾數 

D                                         物體直徑 

μ                                         黏滯係數 

K                                         空蝕係數 

0p                                           入口壓力 

vp                                                   蒸氣壓 

s d    鈍頭體從鼻端開始算起的表面距離和其直徑的比值 
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pC                                              壓力係數 

, ,ξ η ζ                                             曲線座標 

g                                                     重力 

Γ                                      人工壓縮法之預調矩陣 

ncΓ                             保守變數轉為原始變數之矩陣 

t∞                                        特徵時間 

0U                                      入口流速 

λ                                              特徵值 

X                                        特徵向量矩陣 

n                                      物理時間 

k                                      人工時間 

S                                         來源項 

Λ                                             特徵值矩陣 

T∞                                             參考溫度 
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一、序論 

1.1 前言 

 

在真實流場中，往往以多相(Multi-Phase)的形態存在。兩相物質(至少一相為流

體)所組成的流動系統，若流動系統中物質的相態多於兩個，則稱為多相流。常見

的如分離流(Separated Flows)、氣泡流(Bubbly Flows)、泥漿流（Slurry Flows）、氣

相-粒子流（Gas-Particle or Droplet Flows）及氣-液體相變化流場等。其中液-氣二

相流在國防工業中應用範圍可說是十分廣泛；而在工業用管路系統中，多相流場

則常出現於燃燒鍋爐、工廠排放管、火焰噴嘴等[1]。 

 

在計算可壓縮二相流體時有其困難之處，首先氣體的壓縮性要比液體來的

強，事實上液體更為接近不可壓縮流。再者，空氣中之聲速與液體之聲速比約差

四倍之多，這表示以傳統 Navier-Stokes 求解二相流體時必需解決極為複雜之數值

方法。兩相流研究的基本出發點是在於建立兩相模式和基本方程組。在此基礎上

須要解決的項目包含有各相的壓力、速度、溫度、密度和(液/氣)體積佔有率，以

及相之間的相互作用、壓降、與流動穩定性等。特別是目前在高科技的迅速發展

下，正面臨著溫度場、速度場、濃度場、電磁場等各種場相互偶合下的相變化過

程和溫度的控制。然而，兩相流的理論分析比單相流困難得多，描述兩相流的常

用的微分方程組至今尚未有建全的發展。如今較為學者們大量採用的理論是兩種

類型的簡化模式：均相模式與分相模式[1]。 

 

均相模式： 

是將兩相介質看成是一種混合非常均勻的混合物，乃假定處理單相流體的概念和

方法是仍然適用於兩相流，不過，這必須對它的物理性質及傳遞性質作合理的假

定。 

 

分相模式： 

認為單相流的概念和方法可分別用於兩相系統的各個相，同時考慮兩相之間的相

互作用。 
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以上兩種模式的應用都還存在不少的困難點，不過，在計算技術蓬勃發展的

推動下，或許往後會有進一步的發展空間。但最終影響的因素還是歸咎於兩相流

在質量、動量和能量的傳遞過程乃是一非常複雜的傳輸現象，而且其中過程也涉

及幾個基礎學科，如相變化、流體力學、熱力學、熱傳學等，不過，從這些領域

當中還是能夠得到一些廣泛的共識。 

 

多相流在CFD先驅者中受到與日俱增的研發重視，由大型量測到發展成熟的

單相算則，變成多成分系統複雜性的提升。但是，在那些單相方法之後的多相CFD

分析中，仍有一些數值和物理模式的挑戰產生。在這些之中的構造為多組成的密

度比、離散界面的存在、重大的質量轉換率、非平衡的界面力學、極低的混合音

速與壓縮效應的關連產生、多成分的存在和真空波的增殖等。當一個數值方法建

構或用在多相流上時，這些都要特別的注意。 

 

工程師對自然界和潛水體及渦輪機中空蝕的興趣導引了研發人員去研讀，並

且嘗試去模擬大尺度的空蝕現象持續了十年。相對的，自從這些流動的流體力學

經常被非旋轉和旋轉的非黏滯影響控制以來，簡單的分析法已被廣泛、成功的用

來模擬空蝕現象。但是，很多複雜的物理現象都經常和這種空蝕息息相關，包含

了黏滯效應、非穩態、質量傳遞、三維的延伸和壓縮性。雖然有一些複雜的物理

現象可以被簡單的物理模式所模擬，漸趨成熟和廣泛的多相計算流體力學方法，

已經被一些應用這些方法的團隊針對這類空蝕現象的分析做有目的的研發。 

 

此研究的動機是根據最近的成果來研發關於水下的載具。在研發這種載具

中，因為這種非穩態特性的流動，使得空蝕扮演了重要的地位。它可以造成非穩

定的流體動力、重大的干擾、結構的腐蝕以及震盪問題等。為了要控制這些問題，

精確的預估物體表面空蝕流發生的範圍和行為是必要的。另一方面，空蝕現象嚴

重減低了物體表面的黏滯阻力。因此，因為空蝕而使得水下達到高速行進變成可

能。它可能發生在物體的部分表面，或是持續生長到極長的地步。後者被稱之為

超空蝕現象[2]。空蝕現象的發生是因為流體加速流過物體表面的區域，其壓力低

於蒸汽壓所致。接著水會在此區域蒸發，形成一個填滿蒸汽的空洞。這些空洞由

於水噴流的再進入而有崩壞的傾向進而使得流體變的不穩定。因此一個週期不規

則的氣泡生成和成長程序就此發生，進而造成氣泡填充和崩壞的結果(見圖 1)[3]。 
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空蝕氣泡依型態可以大略歸納為兩類： 

 

1.空氣空蝕： 

當流場中的壓力隨著流速加大而降低至某一程度，其壓力尚未達到液體的飽和蒸

汽壓，然而此時原本溶於液體當中的部份氣體，由於壓力的降低，使其從液體當

中被釋放出來，因而有氣泡的產生。 

 

2.蒸汽空蝕： 

流場當中的壓力降低到比液體的飽和蒸汽壓更低，此時大量的液體可迅速的汽化

為蒸汽，充滿在低壓區中。 

 

空蝕是當靜壓下降到比蒸氣壓低時液體內的蒸發作用。這種現象通常在固體

周圍的流動產生，而且它會強烈的影響流場和鄰近的結構。舉例來說，在水利機

械中，多個低壓區(葉片前面邊緣的吸入邊、頂端、靠近側板的分離流)都是容易受

到空蝕影響的。蒸氣的出現導致了葉片負載改變，以及強大的力量作用在水泵元

件上。如果汽/液結構成長情形劇烈，那麼它們將會導致大量的效能損失。氣泡結

構的崩壞也關係到干擾和侵蝕，導致額外的保養操作。這些效應主要是依賴在平

均時間的形成和兩相結構的位置。 

 

此外這些氣泡的體積和形狀包含了即時的常態變動。這種不穩定的行為是直

接關係到水泵中擾動的發生，例如震動、流率的變動和壓縮性的影響等。因此，

了解非穩態二相流的空蝕結構對於渦輪機械和水利機械設備的設計是很重要的。 

 

    根據 Reboud J. L.和 Stutz B.等人[4]的實驗發現，在固體上出現的空蝕區域是

非常複雜的：它們的結構(平滑/粗糙、穩定/不穩定)乃是取決於表面的形狀和粗糙

度(凡托利 Venturi 效應、水翼、葉片)和操作的條件。對一個穩定的空蝕現象來說，

雖然區域總是會變動，它的空蝕長度對時間來說幾乎是固定的。相反的，不穩定

的空蝕區域經常採取一個週期的行為：這種附在固體上的空蝕成長進而產生一個

再進入的噴流。它主要是由液體所組成，沿著固體表面流向上游然後通到空蝕的

下游斷開處。這產生的蒸氣區於是被主要的流動給帶走，直到它進入高壓區然後
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崩壞；殘存的空蝕部份重新擴展然後繼續開始新的週期。不論是穩定或是非穩定

的例子，空蝕發生的區域都是極複雜的兩相結構，在某些尺寸下它總是不穩定的。 

 

在兩個不可壓縮流體間的界面上，由於空蝕而使得密度和黏滯梯度有升高的

趨勢。在估算這類流體時，銳化界面的發生處，代表了許多數值問題考量上的困

難性。很多的方法都是用來處理這類流體的問題，包括體積追蹤、正面追蹤法等。 

 

另一個被許多作者使用的方法是尤拉模式，把每個方程式分開用來描述每個

相。兩個不同形式的統御方程通常是用來捕捉界面的，稱為多流體模式和混合模

式。多流體模式是由一組守恆方程式所形成，對每個相和界面上的交互作用項都

如來源項一般加入方程式裡。對混合模式來說，動量方程都是用來描述混合，而

一個分離的連續方程則是被每個相所利用的。相位連續方程式的其中之一在混合

模式的其他形式中，可能會被混合的連續方程式所取代。在本研究中，除了混合

的連續及動量方程之外，分離的體積佔有率方程也都被用來表示相的轉換。 

 

為了要估算空蝕現象，模擬從水到蒸汽或從蒸汽到水的質量傳遞率，對空蝕

過程的物理認知是需要的，空蝕的空洞可能會被暴露在比臨界要高的壓力之下。

一個被 C. L. Merkle 等人[5]所使用的是針對蒸發和凝結過程的模式。在此模式下，

從水到蒸汽的質量傳遞率是設為對兩個液體的體積佔有率，以及局部和蒸汽間壓

力差異的一定比例。 

 

先前研究的目標是要建構一個算則，主要是針對水中空蝕現象的估算。我們

主要是集中在這類流體的數值問題，特別是在高精度數值方法可能造成數值震盪

的界面上。雙時步階法是藉由採用統御方程裡的人工時間項作為非穩態的計算。 

 

純粹之可壓縮高速流數值模式，在工程應用機會較小，因此本文旨在建立一

套可同時模擬不可壓縮及可壓縮全流域之數值模式。其採用之統馭方程式是以

Navier-Stokes 方程式為主。數值模式基本關鍵在於需利用預調法，來消除或改善

原可壓縮高速流數值模式，應用於可壓縮低速流時，所遭遇之數值解失真與難收

斂之問題。 
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因軍事研究以及航空工業發展需求，帶動可壓縮 Navier-Stokes 方程式之數值

解有快速成熟之發展，應用方面相當廣泛。也因此，將原本發展於高速流之程式，

直接使用於低速流似乎是可行之方法，然而實際應用之後，卻發現兩個問題︰首

先是收斂性，由於當流速相當低時，此系統造成特徵值剛勁度(stiffness)問題，使

得求解之時間步階(time step)受到嚴重之限制而變得很小，大大減緩收斂速度或甚

至無法收斂至穩態解；其次是解之精確化，目前許多數值試驗證明以可壓縮流程

式解低速流時，其解之品質會隨馬赫數之降低而惡化。而經過預調化之統御方程

式仍可以化為雙曲型守恆律，因此可利用發展成熟之可壓縮流數值技巧解之。數

值算例證明，本模式可同時模擬極低音速至超高音速之各類流場。 

 

如上述以可壓縮流方程式，解低速流有其不可避免之缺點，但發展可同時求

解低速流與高速流，即所謂全流速(all-speed flows)之方法則有其實質上之需求。原

因之一為高速流場中會有局部低速流區域，反之亦然。因此一個好的工具，應能

同時有效地處理低速流與高速流；另外一個理由，為使用者可以方便維護，發展

者及使用者只需熟悉一套軟體，這是極大之優勢。 

 

1.2 文獻回顧 

 

    用來模擬完美氣流問題的高解析算則的發展在過去 30 年間已經達到極大的進

展。根據震波以及在單相流(single phase flows)中不連續的成功解析，這些成功的

數值技巧都確實的應用在可壓縮多重流體(multifluid)和含有複雜相界面、材質不連

續以及相轉變行為的多相流(multiphase flows)精確模擬。這些與上面提到多相轉變

流類型的工程問題的應用都廣泛的在動力冷卻系統、燃料傳輸系統、水下空蝕現

象以及液滴腐蝕問題中見到。如[6,7]所提到的，空蝕是一個在多相流中重要的現

象。最為人所知的空蝕現象關係到三個觀點:由於流體內部的壓力低於飽和蒸汽壓

導致流體內部氣泡的形成、成長和崩潰。蒸汽泡或是流體內的空蝕常常是以很高

的頻率在崩壞並且產生動力壓迫去侵蝕微小的金屬元件壁面。因此，對空蝕現象

有所認識並避免金屬壁面的侵蝕是必要的。在空蝕流的模擬中最主要的問題是由

於多種音速的現象導致多尺寸(multi-scale)時間存在於混合流中。在兩相混合中的

音速和在個別的相中的音速相比可能會非常的低。因此，多相流具有頻繁的局部
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特徵，這個特徵在流體內伴隨著震波的存在可能會是次音速或甚至是超音速的，

儘管流體的膨脹可能維持本質上的不可壓縮性。這些狀況顯示了一個巨大的挑

戰，特別是在算則的數值穩定度上。目前傳統之氣-液二相數值模式往往無法有效

處理高速可壓縮流在低壓區型成後所造成空蝕現象，如水面下超高速投射物之空

蝕現象，在國防工業中高速魚雷、潛艇等都屬於此類之空蝕現象產生。當然發展

此數值模式並非只能用在水面下高速投射物，類似的結構還有高速噴嘴。有些高

壓注油器會以極高的速度將流體注入燃燒室內，在此類突縮流道中雖然壓力極

高，然而一旦流體進入窄化流道後其產生之空蝕現象卻占了非常重要的地位。這

種突然的氣化現象會引發非常嚴重的不良後果，如何計算此類空蝕現象已成了流

體力學中重要的課題。 

 

    在歷史上，當具體的說明氣泡外形和經驗條件時，大部分用來模擬多數的空

蝕現象是依賴用於液態的勢流法(potential flow method)。改編的勢流法由於它們的

計算效率，和對超空蝕結構的估算效能，在今日仍廣泛地使用著[8]。 

 

    近日來，更多廣泛的 CFD 方法被發展用來分析這些流體。這些方法中有一類，

考慮單一連續方程透過狀態方程式在蒸汽和液體間有密度的不連續變化。單一均

質連續方程式(homogeneous single-continuity-equation)[9] 被廣泛地使用在平板和

超空蝕的分析上。雖然這些方法可以直接模擬超空蝕載具分析所需的黏滯效應，

但它們本質上還是無法分出可壓縮和不可壓縮氣體間的區別。 

 

    藉由解決個別液相和汽相領域的連續方程式，可以用來說明和模擬液體、可

壓縮氣體和不可壓縮氣體領域的流體力學和熱力學。因為界面的力學是忽略的，

所以像這樣多種類的處理也稱為均質的方法，也就是說，在同個控制體積所屬的

組成要素裡，是假設為不滑動的。有一些研究人員已經採用了這種差別的模擬，

對大多數自然空蝕的分析來說，是用來說明雙相成分的[5,10,11]。對雙相成分來

說，這些方法和” 單一均質連續方程式”是極有關聯的。上面所提到關於界面質量

轉換的模擬是可以取代狀態方程式的。平板和超空蝕流具有很大的密度比、相當

不連續的自由空蝕流界面以及由於通氣會有多重汽相成分的特性。因此，所使用

的 CFD 方法必須要和這些物理現象有效地配合。 
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    為了求解保守形式之 Navier-Stokes 方程式，在空間離散上通常使用上風

（upwind）法，細分又可分成通量差分分解法(FDS)與通量向量分解法(FVS)兩種。

Roe 等人[12]與 Osher 等人[13]兩者即為 FDS 中較為著名者；而使用 FVS 中，Steger 

和 Warming[14]與 Van Leer[15]兩者則最常被人引用。通常統御方程式中時間項的

差分必須以疊代(iteration)的方式隨時間趨進以接近解析解(analytical solution)，也

就是所謂的時間趨近法[16]。Jameson 等人[17,18]發展出使用 Runge-Kutta 之多重

步階法以處理通量平衡，常用於處理 Navier-Stokes 之 Runge-Kutta 法，可細分為二

階、三階、四階。使用高精度之 Runge-Kutta 法雖然較為精準，但相對便耗時許多，

於求解多相流場時更為明顯。 

 

    另外，在求解高速二相流體時必需注意到的是，液-氣二相都必需是可壓縮性

的，並且二者在計算過程中其單相狀態能獨立存在而互不干擾。首先考慮可用來

計算數值模式則是液 -氣二相保守型式方程式 (two phase formulation of the 

conservation equation)，此傳統數值模式在二相中皆為可壓縮性，且有現成的文獻

[19,20]可參考。然而處理高速空蝕現象時，這類數值模式存在一些已知的缺點，其

一為在純氣、純液之狀態下此方程式並無確切的數學根據，其二則為無法精確處

理二相界面，事實上根本無法有效計算液、氣之體積比，Rogue 等人[21]在 1998

年就曾明確的指出其缺點。基於上述原因，文獻[22]中改以混合模式求解高速空蝕

現象。 

 

    多種數值方法在過去已經被提出來以精確的捕捉流體的界面，例如 VOF 法

[23,24]，等位函數法(level set method)，向前追蹤法(the front tracking method)以及

界面捕捉法[25]。然而，可壓縮性的效果和相轉變在他們的數值模式中都不予考

慮。如同我們所知，在低速空蝕流的數值計算中，低馬赫速液態流體通常都被認

作是可壓縮的。然而，在液體壓力和密度場之間的耦合是非常弱的，特別是在接

近不可壓縮的方式上。即使在流體內加入非常大的壓力梯度，在密度上的變化也

是非常微小的。相對來說，在密度場中微小的數值誤差可能會導致壓力波估計上

的劇烈跳動，以及相界面的不連續，這些都是在液-氣空蝕流中重要的現象。此外，

關於高速水下空蝕模式的模擬，Saurel 和 Cocchi [26]不只考慮了壓縮性的效果，也

考慮跟時間有關的飽和模式。並且，氣相是用理想氣體來做模擬，而液相是以 Tait

的狀態方程式來處理。他們使用含有人工消散項的高階中央有限體積離散，來計
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算組合過的狀態方程混合真實流體模式，模擬相的轉變或是單相流的現象。 

 

    有很多的物理和數值模式都被用來研究穩定的空蝕現象。它們在等於蒸氣壓

的固定靜壓下通常包含了描述汽/液界面的流動區域。這種形式是藉由解決反向的

問題所獲得。之前在水泵空蝕流的數值和理論模式或是螺旋槳葉片是由 Kuney 等

人[27]根據這些穩態空蝕的數值模擬所提出的例子。在時間精度的形式下，這種形

式的模組是可以用來模擬早期再進入噴流組成的階段，但是因為流場中多重汽/液

界面的處裡困難，使得這些不足以完成蒸氣區的程序模擬。因此，這些模式只能

用來預估空蝕的平均形狀，且不適合用在非穩態的空蝕情形。 

 

    在大部份討論空蝕現象之文獻中，多偏向於研究低馬赫數與不可壓縮流。為

了要模擬這種非穩態的現象，例如脈動的空蝕和蒸汽區的散佈，一種替代性的方

法被用來模擬液體的空蝕，把它視做一個均質的液/汽的兩相混合。在這種例子中，

傳統的假設為忽略在這兩相中可能的滑動，這會導致單相流體的密度從純液體到

純蒸氣可能超出極大的範圍。在多維模擬中的主要數值問題，是兩個極不同流體

條件的同步處理：兩個幾乎為不可壓縮的流體(純液體和純蒸氣)，以及過渡時在液

汽間的高壓縮性流體。大多數的方法在液/汽密度比較低的時候都有很大的困難。

這種方法已經從不同的方式來研發： 

 

    Delannoy 和 Kueny[9]提出了一個架構可以很強健的聯結混合密度和靜壓：它

們使用了一個叫 barotropic 的定律 ( )Pρ ，描述了在不可壓縮流場和過渡區的混合

密度。這類的模式在最近被 Merkle [5]等人所應用。他們在多種幾何外型間得到令

人滿意的結果，像是凡托利型導管或是水翼等。 

 

    Kubota 等人[28]把流體裡氣泡行為和密度的演進作一個相關的聯繫。一個給定

氣泡數目的入口條件，它們的演進是被一個叫 Rayleigh-Plesset 的方程式根據壓力

場所統御。它假設氣泡都是球體，並且相互保持距離。因此體積佔有率在理論上

被限制為一個小的數值，比實驗的數據要小的多。從那時起，這種方法便被廣泛

的研發。 

 

    Merkle 等人[5]和 Kunz 等人[29]最近提出了第三種發展：他們考慮兩個質量平
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衡的方程式，一個對液體，另一個對蒸氣。一個蒸發/凝結的項在這些方程裡控制

了兩相間質量的傳遞。這種結果和先前的是非常相近的，但這種方法更有其優點，

它可以考慮到其他非凝結的項以及時間對質量傳遞現象的影響。然而，非常少的

作者針對空蝕現象得到一個完整的脈衝行為。沿著表面的迴流形成，導致空蝕區

的分離，還有下游雲狀蒸氣的對流，這些仍然都是非常難以模擬的。主要的兩個

數值方法都被用來模擬非穩態的空蝕現象。較主要的困難為類不可壓縮流體非穩

態流場，與相轉變區域的極高壓縮性關聯的計算需求。 

 

    有一個方法是根據針對低馬赫數可壓縮時間步進的改寫。這種解析原是為了

高壓縮性的流體所設。在低壓縮性和不可壓縮流的模擬例子裡，可察覺到它的效

率有明顯的下降。這眾所皆知的問題已經被許多作者所注意，並且在預調方法

(preconditioning method) [30,31]的介紹下解決。它包含了由預調矩陣虛假時間衍生

物的相乘，也修正了方程式和加速收斂，不需要去修改所提供的每個時間步驟精

度便可以正確地收斂。Merkle 等人在 1993 年把它用在隱式算則裡，無論是

barotropic 定律或是雙質量方程模式都獲得滿意的結果。液/汽比密度比降低到

0.01。Hoeijmakers 等人在 1998 年發表了一個相似的發展，是把簡單的預調法應用

在顯式算則裡：液/汽比在它們的例子裡不會降到 0.05 以下。Kunz 等人[29]最近也

發表一些關於這種算則中有希望的結果，是根據雙質量傳遞方程式所使用的一個

三流體的方法，並且導出非凝結氣體的存在[32]。 

 

    一個替代的數值方法，特別是針對不可壓縮流體的計算，就是所謂的壓力校

正法，它是根據最初由 Patankar[33]所提出的 SIMPLE 算則所開發的。Delannoy 和

Kueny[9]利用這種算則來處裡空蝕現象，把質量方程式考慮為一個密度傳遞方程

式，這是依據 barotropic 狀態定律的壓力。此方法最初是被拿來開發無黏性流體，

可以捕捉到混合中極強烈的密度梯度。 

 

    在軸對稱鈍頭體上流體力學的空蝕是用非穩態可壓縮之 Navier-Stokes 方程來

針對多流體成分做計算。這些統御方程式離散在結構性網格上，並且使用通量限

制的迎風算則。預調的雙時步進法通常是用來做非穩態的計算上。特徵系統可以

從統御方程之對流項的 Jocobian 矩陣來求得。此特徵系統適合用在高密度比的多

流體流並且提供數值的高穩定度和快速收斂的效果，是可以用來計算單/多相流體
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的一種數值方法。 

 

二、數值模式 

 

本文所使用的混合模式是用來對空蝕流做數值模擬的。在此模式，流體在界

面上假設熱和力的平衡，並且將流體速度設為連續。因此，當單一連續方程式用

在各個流體成份時，動量方程式常用來描述流體的混合。相的連續方程式將以體

積佔有率寫成。 

 

2.1 統御方程式(Governing Equations)  

 

此方程式描述了液體、蒸氣和可壓縮氣體的流體混合。蒸氣的連續方程被混

合連續方程所取代來簡化特徵系統。來源項加入到混合和液體的連續方程式來模

擬液/氣、氣/液質量轉換率。因此，統御方程可以被寫成： 

 

E F GQ E F G S
t

ν ν ν

ξ η ζ ξ η ζ
∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

             (1) 

 

在此 t為物理時間。 

 

    Weiss and Smith [31]於原始方程式中，加入了預調項的概念，並利用人工時間

τ 的加入，使非穩定流體達到雙時步階(dual time stepping)，表示如下︰ 

 

1 1
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )v v v

nc
E E F F G GQ Q S

tτ ξ η ζ
− − ∂ − ∂ − ∂ −∂ ∂
Γ +Γ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
          (2) 

 

其中︰ 
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m
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ρ
ρ
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其中 1 2 3, ,U U U 如下所示︰ 

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

x x x

x x x

x x x

U u v w
U u v w
U u v w

ξ ξ ξ
η η η
ζ ζ ζ

= + +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

 

 

而總能E 與焓H 的關係如下所示︰ 

 

                  ( )2 ;  2   ;           1, 2,3i pE H p H h U h C T iρ= − = + = =  

 

(2)式中各黏滯項表示如下︰ 

 

11 22 33 11 22 33

0 0

  

x xx y xy z xz x xx y xy z xz

x yx y yy z yz x yx y yy z yz

x zx y zy z zz x zx y zy z zz

x y z x y z

x x y y z z x x y y

E J F J

T T T T T T
Y Y Y Y Y

ν ν

ξ τ ξ τ ξ τ ητ η τ ητ
ξ τ ξ τ ξ τ ητ η τ ητ
ξ τ ξ τ ξ τ ητ η τ ητ
ξ ξ ξ η η η

ξ ξ ξ η η η

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + +

= =⎜ ⎟
+ + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟+ + + +
⎜ ⎟⎜ ⎟ℜ + ℜ + ℜ ℜ + ℜ +⎝ ⎠

 ;

11 22 33

0

  ;  

x xx y xy z xz

x yx y yy z yz

x zx y zy z zz

x y z

z z x x y y z z

G J

T T T
Y Y Y Y

ν

ζ τ ζ τ ζ τ
ζ τ ζ τ ζ τ
ζ τ ζ τ ζ τ
ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ℜ ℜ + ℜ + ℜ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

其中

11

22

33

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

TT u v w
x
TT u v w
y

TT u v w
z

τ τ τ κ

τ τ τ κ

τ τ τ κ

⎧ ∂
= + + +⎪ ∂⎪

∂⎪ = + + +⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= + + +⎪
∂⎩

，在此κ 為熱傳導係數，ℜ為有效的交換係數。 

 

(2)式中其餘符號定義︰τ 為人工時間項、Γ為預調系統、 1
nc
−Γ 為保守預調系統。 
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對於易變的流體密度流動而言，一典型的狀態方程形式為 ( ),p Tρ ρ= ，T 在

此表示流體溫度。至於混合的密度及黏滯係數，可以由以下體積佔有率的方式來

計算： 

 

( )( )

          

             1

1 1 2.5

m l l g g

l g

l g

ρ α ρ α ρ

α α

μ α α μ αμ

= +

+ =

= − + +

                    (3) 

 

在此下標 l和 g 分別表示液相、氣相，α 則為體積佔有率。 

 

液相狀態方程式可以展開如下： 

 

( )
( ) ( )0 0

   l c l l c

l l

p p K T T

e T C T T el

ρ

ν

+ = +

= − +
 

 

上式 , ,l l lp Tρ 分別為液體的壓力、密度、溫度； , ,c cK p T 分別為液體常數、液體的

壓力常數、液體的溫度常數。 

 

當氣相假設為一理想氣體時，其狀態方程為： 

 

( )0 0

            g g g

g g

p RT

e C T T L el

ρ

ν ν

=

= − + +
 

 

上式R 為氣體常數，下標 g 表示為氣相，Lν 為潛熱， 0el 為參考能量，詳細定義參

閱文獻[26,30]。 

 

雷諾數定義如下： 

 

Re l

l

U Dρ
μ
∞=                           (4) 

 
矩陣 ncΓ 和Γ定義如下： 
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( )
( )
( )
( )

( )
( )

0 0 0

0 0

0 0

0 0

1

0 0 0

m T Yp

m m T Yp

m m T Yp
nc

m m T Yp

m m m m T p Y Yp

m T Yp

u u u

v v v

w w w

H u v w H C H h

Y Y Y

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Γ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

     (5) 

 

以及 

 

           

0 0 0
0 0

0 0
0 0

1
0 0 0

T Y

m T Y

m T Y

m T Y

m m m T p Y Y

T Y

u u u
v v v
w w w

H u v w H C H h
Y Y Y

θ ρ ρ
θ ρ ρ ρ
θ ρ ρ ρ
θ ρ ρ ρ
θ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
θ ρ ρ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Γ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

        (6) 

 

在此 2

 ,   if 
1   ;   , if   ;  1, 2,3

 ,     if 

i

T
r i i

r p
i

c U c

U U c U c i
U C

c U c

ε ε
ρθ ε
ρ

⎧ <
⎛ ⎞ ⎪

= − = < < =⎜ ⎟ ⎨⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ >⎩

 

 

2.2 空蝕模式(Cavitation Model)  

 

    (1)式中的來源項 S，其質量流率m 包含了 lm 及 gm 兩項，此兩項皆需要被用來

模擬空蝕現象。一個 Ginzburg-Landau 簡化後的方程式形式，被 Merkle 等人所提

出[5]。在此模式，質量轉換率 lm 從液體到氣體是和體積佔有率以及局部壓力低於

蒸氣壓力的量成一比例的。如下所示： 
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evap

prod

Min[0, ]

Max[0, ]

l l v

g g v

c
m p p

t

c
m p p

t

α

α

∞

∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    (7) 

 

在此 t∞表示特徵時間， vp 為蒸氣壓。 

 

而經驗上的蒸氣壓 pν 定義如下： 

 

( ) ( )( )( ){ }2exp 1 /k kp p T T a b cT T dν = − + − −  

 

上式 , , , , ,k kp T a b c d 為使用者自訂之常數。 

 

對空蝕係數 K 來說定義如下： 

 

0
2
0

2( )K v

l

p p
Uρ
−

=                          (8) 

 

這裡 0p 為入口壓力， 2
0

1
2 lUρ 為動壓。 evap /c t∞ 和 prod /c t∞ 都為經驗常數，分別表示流

動過程中蒸發和凝結過程的時間比率。一般來說，來源項加入於統御方程中都會

和汽/液的密度比率 ( / )g lρ ρ 成一比例。因此，蒸發和產出常數取決於汽/液密度比

率所假設的值。以下是用於所有模擬的數據： evap / 0.9c t∞ = 、 prod / 0.9c t∞ = ，

/ 0.0001g lρ ρ = 。 

 

2.3 數值離散(Numerical Discretization)      

    
本文中，預調統御方程式(2)被線性數值合併，其為使用雙時步階積分過程的

有限差分法。因此，Roe[12]的通量差分分離法(FDS)使用在 MUSCL-TVD 系統中，

以提高數值的穩定性，尤其是在劇烈的密度及壓力梯度變化當中更加需要。方程

式(2)的對流通量可被線性化成以下形式： 
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1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ+ + =nc

Q Q Q Q QA B C S
tτ ξ η ζ

− − − − −∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Γ +Γ +Γ Γ Γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
         (9) 

 

其中︰                             1 ˆ A A−
Γ = Γ  

 

在此矩陣 AΓ 為： 

 

 

( ) 2 2 2
1 1 2 3

1
1

2
1

1

3
1

2 2 2
1 2 31

1

1

1 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ˆ
0 0 0 0

2 0

0 0 0 0 0

m x r m x r m x r

x

m

x

m

x

m

x r x r x r

m p p p p

U U U U

U

U
EA
Q

U

U U UU U
C C C C

U

α ρ ξ ρ ξ ρ ξ

ξ
ρ

ξ
ρ

ξ
ρ

ξ ξ ξα
ρ

−
Γ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟= Γ =
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (10) 

 

預調多相系統 AΓ 的特徵值矩陣為： 

 

1

2

3

4

5

6

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

λ
λ

λ
λ

λ
λ

Γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Λ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (11) 

 

其中︰ 

 

1 2 3 6 1 4 1 1 5 1 1, , , ,          ,           U U c U cλ λ λ λ λ λ′ ′ ′ ′= = + = −      
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在此︰ 

 

( ) 2 2
1 1 1 11   ;  rU U c U Uα α′ ′= − = +              (12) 

 

而(12)式中，α 定義如下： 

 

( ) ( ) ( )21 2   ;   m T
r m p

m p

U
C

ρ
α β β ρ

ρ
= − = +  

 

特徵向量矩陣： 

 

( )

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
0 0
0 0
0 0

1 0 0 0

x x x x

y y y y

z z z z

p p

U c U U c U

m l n n
X m l n n

m l n n

U c U U c U
C C

ρ ρ

Γ

⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

′ ′ ′ ′⎜ ⎟+ − − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (13) 

 

特徵向量矩陣之中， xn 、 yn 、 zn 分別為法線向量 n̂在座標軸上之投影量。m、l的

定義則參閱文獻[36]。 
 

時間離散： 

 

    為了提供有效的預調方程式時間精度解，我們使用一雙步階、多階段的方法，

如下所示： 

 

1 1 13 1ˆ 3 4ˆ2 2
i i n n

i
Q Q R Q Q Q

t Q
τ α τ

τ
− − −⎡ ⎤Δ ∂ ⎧ ⎫⎡ ⎤Γ + Δ = − Δ + − +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦Δ Δ∂ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 

 

上式之R 為從 Q̂計算出來的殘餘值，α 如前所定義，而 nQ 以及 1nQ − 保持為一常數，

1iQ − 則是從 1ˆ iQ − 計算出來之值。 
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    而在動量方程式的物理時間項和體積佔有率方程式都是用二階、三點、後差

分的形式來離散的，也就是︰ 

 
1, 1 1

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ1.5 2 0.5n k n n

nc nc
Q Q Q Q
t t

+ + −
− −∂ − +

Γ = Γ
∂ Δ

                (14) 

 

在此 n 代表物理時間，k 代表人工時間。人工時間項將由以下的隱式尤拉有限差分

形式來取代： 

 
1, 1 1,

1 1
ˆ ˆ ˆn k n kQ Q Q
τ τ

+ + +
− −∂ −

Γ = Γ
∂ Δ

                     (15) 

 

統御方程式(3)可以寫成以下的差分形式： 

 
1,

1 1

1,1, , 1,
1

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆˆ1.5 1
ˆ

ˆ ˆ ˆ1.5 2 0.5 ˆ                               

n k
v v v

nc

n kn k n k n k
v v v

nc

A B CA B C S E F GQ
J t J Q

E F GQ Q Q S
t

τ ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ

ξ η ζ

+
− −

++ −
−

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Γ + Γ + + + − − − − Δ = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ∂ ∂ ∂ ⎞− +
+Γ + + + +⎜ ⎟Δ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   (16)

 

    而在統御方程式(2)的數值積分，三階 TVD Runge-Kutta 顯示法被寫成下列型

式並使用： 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ){ }

1

2 1 1

2 21

ˆ ˆ           

3 1ˆ ˆ ˆ 
4 4
1 2ˆ ˆ ˆ
3 3

n n

n

n n

Q Q t L Q

Q Q Q t L Q

Q Q Q t L Q+

= − Δ Γ

= + −Δ Γ

= + −Δ Γ

 

 

在此： 

 

( ) ( ) ( ) ( )v vE E F F G GL Q Sν

ξ η ζ
∂ − ∂ − ∂ −

= + + −
∂ ∂ ∂
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空間離散： 

 

在方程式(16)黏滯通量的顯式部份是用二階的中間差分的形式來做離散。隱式

的部份則是由一階的迎風算則來離散，如下所示： 

 

( ) ( )
1 1

2
i i

A AA
ξ ξ

Γ Γ+ −Γ
−∂

=
∂ Δ

                     (17) 

 

而  AΓ 可以下列所示改寫： 

 

 A A A+ −
Γ Γ Γ= +                        (18) 

 

這裡的 A+
Γ 和 A−

Γ 都是根據矩陣  AΓ 的特徵值來計算的。 

 

對流通量向量的顯式部份是用一階或三階的 Roe 算則來做離散，取決於流場

中流體變數的梯度。通量差分分離法則是根據 Jacobian 矩陣 AΓ 的特徵值和特徵向

量來建構的。 

 

    就ξ方向的對流通量導數來說，我們使用了以下的差分形式來處理通量導數： 

 

1 2 1 2i iE EE
ξ ξ

+ −−∂
=

∂ Δ
                       (19) 

 

在此： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }11
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1/ 2 1/ 2

1/ 2

1 ˆ ˆ
2

L R R L
i i i i i i

i
E E Q E Q Z X X Q Q−−

+ + + + Γ + +Γ Γ +
⎡ ⎤= + − Λ −⎣ ⎦   (20) 

 

上式各項定義如下： 
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( ) ( ) ( )1/ 2 1

1 1 1

1
2

3         
2

i i i

nc

E Q E Q E Q

Z
t
τ

+ +

− − −

= +⎡ ⎤⎣ ⎦

Δ
= Γ +Γ

Δ

 

 

對流通量在中間網格的計算是用以下 Roe 的黎曼解形式： 

 

( )1 1
2 2R LE E E A Q= + − Δ                      (21) 

 

在此 R LQ Q QΔ = − ， RE 及 LE 為通量，其使用在每一邊面上 RQ 及 LQ 的重建消散向

量來計算。 

  

而矩陣 A定義為 E Q∂ ∂ ，並且將 A 定義為︰ 

 

1
1 1A X X −= Λ                          (22) 

 

在此︰ 

 

1

1

1

1

1

1

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

r

r

U
U

U
U

U U
U U

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Λ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

1X 則為非預調系統中，與矩陣 A形式上對角化之矩陣。 

 

為了與預調系統相容，通量差分法因此適用。在此我們需要使用系統的修改，

來預調特徵值，以及用主要變數 Q̂重新定義(21)式。因此通量 RE 及 LE 即很容易於

其對應面上的主要變數 ˆ
RQ 及 ˆ

LQ 改寫求得。(21)式右邊第二項表示如下︰ 
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1 1 ˆ ˆ
ˆ

E EA Q A Q Q Q A Q
Q Q

− −
Γ

⎛ ⎞∂ ∂
Δ Δ = ΓΓ Δ = Γ Γ Δ = Γ Δ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

        (23) 

 

在此 ˆ ˆ ˆ
R LQ Q QΔ = − ，並且以 Q̂Δ 取代 QΔ ，以及 AΓΓ 取代 A ，而 AΓ 則定義如下︰ 

 

( ) ( ) 1
1 1A X X −

Γ ΓΓ Γ
= Λ                     

 

下標Γ在此表示從預調系統中導出的特徵值矩陣，以及由特徵向量組成的矩陣

形式，其分別為 ΓΛ 及 ( )1X
Γ
，如(11)式、(13)式所示。 

 

而(23)式可展開如下︰ 

 

    

( )
( )
( )
( )
( )
( )

1

0
ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

0

iu u
jv v

A Q n n p
w w k
E H U
Y Y

ρ ρ
ρ ρ
ρ ρ

υ δυ δ
ρ ρ
ρ ρ
ρ ρ

Γ

⎧ ⎫⎧ ⎫Δ ⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪Δ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪Γ Δ = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪Δ
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
Δ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭ ⎩ ⎭

          (24) 

 

上式各項定義如下︰ 

 

               

* * *
2

* * *

1

1 1 1 1 1 1 1 1* *

   (1 2 )

        

ˆ                              

  ;  
2 2

r

pM c M
U

p M p c M

U n

U c U c U c U c
c M

δυ υ α υ α
ρ

δ υ α ρ υ

υ

Δ⎡ ⎤= Δ + − − −⎣ ⎦

⎡ ⎤= Δ + − + Δ⎣ ⎦

Δ = Δ ⋅

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − + − −
= =

 

 

另外透過高階精度 MUSCL-TVD， ,
1/ 2

ˆ L R
iQ + 可如下表示︰ 
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( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1 3/ 2 1/ 2

ˆ ˆ ˆ ˆ/ 4 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ/ 4 1 1

L
i i i i

R
i i i i

Q Q D Q D Q

Q Q D Q D Q

φ κ κ

φ κ κ

+ −
+ − +

− +
+ + + +

⎧ = + − + +
⎪⎪
⎨
⎪

= − − + +⎪⎩

       (25) 

 

在此， ˆDQ 的有限通量值以及最小絕對值定義為︰ 

 

( )

( )

( ) ( ) ( ){ }

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1

ˆ ˆ ˆ            minmod ,

ˆ ˆ ˆ            minmod ,

ˆ ˆ ˆ                         

minmod , =sign max 0,min ,  sign

i i i

i i i

i i i

D Q Q b Q

D Q Q b Q

Q Q Q

x y x x y x

δ δ

δ δ

δ

+
− − +

−
+ + −

+ +

=

=

= −

⎡ ⎤⎣ ⎦

           (26) 

 

線性組合參數κ 之值，定義在 1 1κ− ≤ ≤ 範圍之內，並且對精度有一定程度的影響，

當 1 3κ = 以及 1φ = 時，(25)式就會有三階精度；而當 0φ = 時，此方程式則有一階

精度。在明顯的界面上，流體有包含液相及氣相的空蝕區域存在。然而三階精度

上風法的應用，在這些界面產生太過或未達到目標的解，尤其是在質量分數方程

式中，其可為計算中一個非穩定的因素。為了改善這個問題，通量估算將產生局

部一階精度存在於界面之中。 

 

三、數值結果與討論 

 

3.1 三維鈍頭體空蝕模擬 

 

    接下來的例子吾人將利用上面所述之數值方法來進行三維水下鈍頭體之空蝕

模擬，並分別與文獻[34]之實驗值比對，討論並驗證其結果。(圖 2)表示例子之幾
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何外型，尺寸大小如圖說明。Rouse 以及 McNown[34]完成一彎曲通道傳導的數據

量測，包含在一圓柱形船之前半部之上的液態水流動，其在此研究中被選擇當成

第一個驗證的測試例子。Rouse 以及 McNown 的實驗已經廣泛應用於量測不可壓

縮的空蝕預測模式。獨立格點的研究，表現在比較預測表面壓力係數之上。而在

粗糙以及良好的格點計算結果幾乎完全相同。因此，接下來的工作我們只想要說

明在粗糙格點上的結果；研究影響在空蝕現象中，空蝕係數的變化。於本例子中，

標準的次音速流入(固定速度並且推斷壓力)，以及次音數流出(固定壓力並且推斷

速度)會被用在此估算當中。 

 

在執行計算之前，我們定義空蝕數為： 

 

( )0 0
2
0 0

2 p p p pK
U p p

ν ν

ρ ∞

− −
= =

−
 

 

上式中之 0  ;   ;  p p pν ∞ 分別表示為總壓、飽合蒸汽壓以及自由流動的壓力。 

 

本模擬的例子是要和 Rouse 和 McNown[34]所進行的實驗數據相比對，模擬鈍

頭體在水中的非穩態空蝕現象。初始條件如(表 1)所示，是採用 Jack R. Edward 在

文獻[35]中的流體條件，並把其二維模擬延展到三維，計算領域採用軸對稱的方

式，以減少計算時間。雷諾數都是定為
51036.1 × ，使用不同的空蝕係數(K)，分別

為 0.8、0.4、0.3、0.2，溫度均固定在 300K。網格使用 64×50×100 的 C 型網格如(圖

4、5)所示，液體水的密度為 998.2 3kg m ，蒸氣壓為 3589Pa。空蝕係數對空蝕現

象發生的影響模擬如(圖 6)所示，擷取到 K=0.2 到 0.8 的例子中 s/d 和 pC 之間的關

係，表示空蝕長度在固定下的穩態狀態。在此 pC 定義如下：  

 

0
2
0

2( )C p
l

p p
Uρ
−

=   

 

在此 p 為局部壓力。當空蝕係數為 0.2、0.3、0.4 時，擴張區的壓力下降到蒸

汽壓左右，導致空蝕氣泡的生成，在(圖 6)的壓力分佈可看出，入口水流衝擊至鈍

頭體頭部後被滯止，形成局部高壓區域，隨後流體向頭部兩側分流，局部壓力急
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劇降低並在鈍頭體肩部形成較大負壓區，水流在此形成空蝕氣泡，氣泡內的壓力

基本上是保持恒定的，但在末端會因為水迴流的進入而造成壓力的暴增，在此水

所佔的比率也相對提高，開始造成氣泡的崩壞，因此壓力係數在此處變化劇烈，

最後流體變化趨於平靜，還原到原流場的壓力狀態。在 0.8 的例子下可以發現，壓

力從鼻尖最高點處開始下降到一定程度時便開始回升，而下降到達的壓力並不滿

足壓力係數的條件，因此空蝕現象不會發生，於是所表現出的壓力係數分布圖因

為沒有相的變化，所以和單相流的壓力分布圖是相同的。(圖 7~10)表示在不同空

蝕係數下的不同時間氣泡覆蓋情形，除了發現空蝕在一開始發生的時間變化情形

較劇烈，在接近穩態時變化趨於緩慢外，也可以觀察到當空蝕係數變大時，空蝕

區達到完全發展的大小所需的時間反而會縮短。 

 

    (圖3)中在空蝕區域下游負壓區處會產生迴流現象，該處的速度值相對較小，

空蝕氣泡末端閉合處導致迴流區域內的局部壓力急劇升高，形成壓力的高峰。隨

著空蝕係數的減小，空蝕氣泡長度增加，迴流區域內的壓力峰值也有逐步增大的

趨勢。本文的數值計算結果與Rouse和McNown等人[34]的實驗資料整體上還算符

合，能夠正確反映空蝕過程中的壓力變化情形，但在空蝕氣泡閉合區域處，由於

紊流的非穩態流動特性，該處的計算結果會與實驗值有所差異，且隨著空蝕係數

的減小，其偏差有變大的趨勢。 

 

3.2 二維收縮/擴張流道空蝕模擬 

 

    接下來所要模擬的是兩個二維收縮/擴張流道內部的空蝕情形，網格如(圖 12)

所示，收縮/擴張角度分別為 18-8 度和 4.3-4 度，定流道的最窄部位高度為 h，分

別為 34.3mm 和 43.7mm，所佈的網格數為160 50× ，入口雷諾數分別定為 61.6 10× ，

蒸氣壓為 2000 Pa，水的密度為 998.2 3kg m ，其他條件如(表 2)所示。在這兩個例

子中，空蝕發生在噴嘴的最窄處，也就是咽喉處。這些噴嘴外型在早期已被 Stutz, 

Reboud 和 Shin 等人[4,11]測試過，且實驗數據也被用來驗證其數值模擬。 
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根據 Reboud 等人實驗的觀察： 

 

    第一個外型，較大的收縮/擴張角(18-8 度)導致一個週期的非穩態空蝕現象，

呈現類週期的變動。每個週期都是由以下連續的步驟所組成：首先空蝕現象的出

現、然後由液/氣混合所組成的再進入噴流沿著噴嘴下壁的上游流向最下游，直到

空蝕中斷為止。蒸氣群於是被主流對流所帶走，最後崩壞。 

 

    第二個外型為較小的收縮/擴張角(4.3-4 度)，以及咽喉處較小的收縮幅度。在

此例子，可以發現較穩定的空蝕現象，且只有在下游有微小的變動。 

 

    這兩個例子所產生的空蝕行為是非常不同的，但是使用此兩種外型結構已經

足夠，目的是使用相同的物理和數值模式來有效的模擬這些例子。 

 

    吾人將以穩態及非穩態的方法來模擬這兩個例子，(圖 13、14)中表示 4 度和 8

度估算，與文獻[30]光學探針所測量到的穩態速度分佈比較，測量的範圍是集中在

空蝕密集發生的區域，y 表示從下壁面算起的垂直距離。整體來說，速度分佈的趨

勢大致上和探測數據相同，但大部分的數據和實驗值仍有一定程度的差距。 

 

    在 4 度的例子中(見圖 15、16)，空蝕氣泡的形狀穩定無大變化，只在下游處

有些微的變動，與實驗所描述的情形吻合。在穩態分析中，平均空蝕流長度約為

15 公分，非穩態平均空蝕流長度約為 20 公分，平均空泡率(Void fraction)約為

40%。在相同流體條件下，Reboud 等人[4]所得到的長度為 8 公分，但是空泡率是

不確定的。 

     

    在 8 度的例子中(見圖 17、18)，空蝕流的厚度比 4 度要大，迴流較接近咽喉

區。在穩態分析中，平均空蝕流長度約為 8 公分，非穩態平均空蝕流長度約為 10

公分，平均空泡率(Void fraction)約為 25%。在相似流體條件下，Reboud 等人[4]
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所得到的長度為 5 公分，但是空泡率也是不確定的。(圖 17、18)顯示 8 度空蝕流空

泡佔有率的演變，表現約為一個循環，由於空蝕氣泡的長度在每個循環均不固定，

因此無法決定確實的週期，即實驗所述之類週期變化。空蝕流的生成和發展在咽

喉處發生並流向下游。當前一個形成的空蝕流在下游夠遠處後，另一個空蝕流便

會在咽喉處產生。再進入的噴流沿著壁面發展，然後和咽喉處的主流相互影響，

接著斷開原本的空蝕流，之後剩餘的空蝕流又再度生成。在這個時候，因為不穩

定而崩壞的小空泡又合而為一。重生的空蝕流會再度被主流所帶動。雖然空蝕的

形狀、大小有些微的不規則，但是在空蝕流的結構和發展上模擬的還算滿意。 

 

四、結論 

     

在成果中，一個基於預調三維多相 Navier-Stokes 方程式的可壓縮多相流規

則，其由混合密度、混合動量以及一部分體積組成之方程式被發展。雙時步進隱

式模式加上 LU Decomposition，被使用來調和原本的非穩態物理系統。因此，我

們採取 Roe 的通量分離法，來處理空間上的通量離散。數值驗證表現在水下空蝕

流中的三維鈍頭體以及二維突縮管。雖然在我們的計算當中，並無考慮紊流模式

的影響，數值驗證皆倚賴在模擬鈍頭體流場的實驗數據，但其已經有令人滿意的

結果，並且證明一非常相似的表面壓力係數預測，如同 Rouse 及 McNown[34]所做

的實驗值。未來的工作必須研究包含各種長度尺寸以及時間尺度的物理現象，例

如紊流和氣泡的表面張力影響。 

 

本文所發展的是一套非穩態可壓縮多相的全流域模式，經由統御方程式對流

項的 Jacobian 矩陣導出特徵系統，以求解非穩態可壓縮的多維多相流。在空間通

量的離散上採取具有 TVD 效應之 MUSCL 型式，以及 Roe 的數值通量分離法，並

以 LU Decomposition method 處理時間離散，使程式能在數值穩定與計算時間上求

得較佳之平衡。 

 



 31

數值方法所預估的空蝕現象與實驗值比對，其結果還算令人滿意。最後根據

以上模擬的過程與結果，歸納出以下幾點結論： 

 

1. Upwind 形式之通量分離法對空蝕現象的分析上有不錯的效果，且為了求解液/

氣兩相界面，導入了通量限制子，增加了數值的穩定性。 

 

2. 本文因模擬假設的物理條件是採用可壓縮且等溫的流場，在和真實流體的實驗

值做比對時，會有誤差較大的現象，但整體的趨勢走向，還算令人滿意，且在數

值計算和所考慮的變因上，有簡單、快速的優點。 

 

3. 未來期望能將此數值方法做進一步的改進，希望能將可壓縮性數值擷取更精

確，以及溫度變化等加入數值模擬內，使模擬能更為接近真實的流體特性，以增

加其應用層面。 
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圖 1、空蝕現象過程示意圖 

 

 

 

圖 2、三維鈍頭體幾何外型示意圖。(單位：英吋 in.) 
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圖 3、壓力係數分佈圖(K=0.2) 

 

 

 

 

 

表 1、流體條件 

(K：空蝕係數，T∞：參考溫度， 0P ：入口壓力， 0U ：入口流速) 
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圖 4、三維鈍頭體流場網格側視圖 

(64×50×100, C 型網格, 最小間距： 35 10−× in.) 

 

 

 

圖 5、三維鈍頭體表面網格示意圖 
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     圖 6、鈍頭體表面壓力分佈(K=0.2~0.8) 
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 T=0.10 

 
 T=0.20 

 

    
 T=0.32  

 
 T=0.40 
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T=0.60  

 
                  T=0.80 
 

    
T=2.00  

 
                T=3.00 
 

圖 7、三維鈍頭體空蝕氣泡體積佔有率演變側視圖 

(K=0.2；T 單位：秒) 
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T=0.2 

 

 
T=0.36 

 
T=0.60 

 
T=0.80 

 

圖 8、三維鈍頭體空蝕氣泡體積佔有率演變側視圖 

(K=0.3；T 單位：秒) 
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T=0.10 

 
T=0.20 

 
T=0.30 

 
T=0.50 

 

圖 9、三維鈍頭體空蝕氣泡體積佔有率演變側視圖 

(K=0.4；T 單位：秒) 
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圖 10、三維鈍頭體空蝕氣泡覆蓋圖(T 單位：秒) 

(由上而下分別為 K=0.2；T=3.0、K=0.3；T=0.8、K=0.4；T=0.5) 
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K=0.2；T=3.0  

 
K=0.3；T=0.8 

 

     
K=0.4；T=0.5  

 
K=0.8；T=1.0 

 
圖 11、三維鈍頭體氣泡表面體積佔有率圖 

(T 單位：秒) 
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圖 12、二維收縮/擴張流道網格圖 

(上圖：18-8 度，下圖：4.3-4 度，網格最小間距： 41.15 10−× m) 

 

 

流體條件 18-8 度 4.3-4 度 

入口速度 7.2 m/s 10.8 m/s 

空蝕係數 2.4 0.7 

 

表 2、二維收縮/擴張流道流體條件 
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       x/h=0.10 

 

      x/h=0.51 
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       x/h=0.93 

 

       x/h=1.37 

圖 13、4 度擴張流道速度分佈圖(穩態) 

 

 

 



 49

 

 

       x/h=0.40 

 

      x/h=0.92 
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      x/h=1.44 

 

       x/h=1.90 

圖 14、8 度擴張流道速度分佈圖(穩態) 
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圖 15、4 度擴張流道空蝕流演變圖(穩態體積佔有率) 
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T=0.01s 

 

 

T=0.03s 

 

 

T=0.07s 

 

 

T=0.09s 

圖 16、4 度擴張流道空蝕流演變圖(非穩態體積佔有率) 
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圖 17、8 度擴張流道空蝕流演變圖 

(穩態體積佔有率，左圖為 Reboud 之實驗圖) 
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T=0.010s 

 
T=0.035s 

 
T=0.070s 

 
T=0.120s 

圖 18、8 度擴張流道空蝕流演變圖(非穩態之體積佔有率) 


